Die Konvektions-Diffusionsgleichung

Der vorliegende Text beschreibt die Teilchendichte (=, Teilchenkonzentration) ¢ eines bestimmten Stoffes
in einem fluiden mit der Geschwindigkeit v stromenden Medium bei gleichzeitiger iiberlagerter Diffusion
(=ist thermisch bedingter Transport eines Stoffes aufgrund der zufélligen Bewegung der Teilchen, Stich-
wort: Brownsche Molekularbewegung). Wir beschrianken die Herleitung der mathematischen Einfachheit
wegen auf eine Dimension. Zuerst wird eine Gleichung zur Beschreibung der Konvektion (=Kontinuitats-
gleichung) hergeleitet, im Anschluss daran die Diffusion mathematisch /physikalisch beschrieben. Aus der
Kombination beider Teile wird abschlieffend die Konvektions-Diffusionsgleichung aufgestellt und disku-
tiert.

1 Herleitung

Wir betrachten einen Stoff in einem Fluid mit der verénderlichen Teilchendichte ¢ = ¢(z,t). Es gilt (fiir
die mittlere Teilchendichte)

An
__an 1
wobei An die Teilchenzahl des Stoffes einem Kontrollvolumen AV bezeichnet. Die Teilchendichte hat
somit die Einheit [c] = % = #, sprich , Teilchen pro Kubikmeter*.

1.1 Reine Konvektion

Das Fluid stromt mit der Geschwindigkeit v = v(x,t) durch ein Rohr mit der konstanten Querschnitts-
fliche A (siehe Skizze).
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Im Folgenden wird die Teilchenbilanz fiir das Kontrollvolumen AV = A Az (mit Az = zo—11) aufgestellt.
Waihrend des infinitesimal kleinen Zeitintervalls dt wird durch die Grenzflache A an der Stelle z; die
Teilchenzahl

dn,, = c(x1,t) Av(zy,t)dt (2)
zu- und durch die Grenzflaiche A an der Stelle x5 die Teilchenzahl

dng, = c(xo,t) Av(xe,t)dt (3)
abgefiihrt. Daraus ergeben sich fiir die zu- und abfliekkenden Teilchenstrome

N = n(xg,t) =c(xg,t) Av(xy,t), (4a)
Nay = n(x2,t) = c(xe,t) Av(xs,t). (4b)

Die Teilchenzahlénderung in einem infinitesimal kleinen Volumen dV = Adx betridgt im Zeitintervall
[t1,to]

dn = (c(x,ta) — c(x,t1)) Ad. (5)
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Die Gesamtteilchenzahlénderung An im Kontrollvolumen AV wéhrend des Zeitintervalls [ty to] erhalten
wir einerseits durch die rdumliche Integration von (5)

An—/ dn—/ c(a, ts) — c(x, t1)) Adz, (6)

und andererseits durch das zeitliche Integral der Bilanz ,Zufluss — Abfluss®

to to
An - / (Ao — ) — / (Frow — ) dt (7a)

t1 t1
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N

= /2 Ale(zy, t)v(xy, t) — c(xg, t) v(wa, 1)) dt. (7b)

t1

Durch Gleichsetzen von (6) und (7) erhélt man die Kontinuitétsgleichung fiir die Teilchendichte in ihrer
Integraldarstellung

/m(c(x, to) — c(z,t1)) Ade = / 2 A (e(xy, t)v(x, t) — c(xg, t) v(2a, 1)) dt. (8)

T t1

Da das Losen von Integralgleichungen beim praktischen Rechnen aufgrund der erhéhten Komplexitét
soweit es geht vermieden wird, wandelt man diese Gleichung mit Hilfe der Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung! in eine (partielle) Differentialgleichung um. Es gilt somit
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Durch Einsetzen von (9) und (10) in (8) und Vertauschen der Integrationen gelangt man zu

/ / 8C:Ut dtd / / A I(c(z,t)v(z,t)) it de. (11)
e Ju Ox

bzw. nach Umformung zu

/ / (ac z1) E)(c(:p,ta)xv(x,t))) e 0 12)

Da die letzte Gleichung fiir beliebige Rohrabschnitte [z, 23] und beliebige Zeitintervalle [tq, o] gilt, muss
der Integrand

=j
Jc(x,t) N I(c(x,t)v(z,t))
ot Ox

Dies ist die Standarddarstellung der Kontinuitétsgleichung (fiir die Teilchenzahlerhaltung) als partielle
Differentialgleichung. Die Grofe j bezeichnet hierin die (Teilchen-)Flussdichte.

—0. (13)

1.2 Reine Diffusion

Gegeben sei ein Rohr mit der Querschnittsfliche A und dem (zur Vereinfachung) konstant angenomme-
nen Diffusionskoeffizienten D. Dieser ist ein Mafs dafiir, wie leicht /schnell die Diffusion im betrachteten
Medium abléuft. Das Rohr sei dabei so diinn, dass in der gesamten Querschnittsfliche A die Teilchen-
dichte ¢ des diffundierendenen Stoffes als gleich betrachtet werden kann (1D-Problem).

Als Ansatz fiir die Herleitung stellen wir die Teilchenflussbilanz fiir einen Rohrabschnitt Az bzw. das
zugehorige Volumenelement AV auf (siehe Skizze).

1fab f(z)de = F(b) — F(a), mit F' = Stammfunktion von f, d.h. dl;(gj) = f(z).
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Gemaf der Skizze gibt es aufgrund der Diffusion mit dem Koeffizienten D an der Stelle x; einen Teilchen-
zufluss n,,, = n(z1) in das Volumenelement AV und an der Stelle 25 = 1+ Az einen Abfluss n,, = n(z3).

Fiir den aufgrund der Diffusion auftretenden Teilchenstrom n = %l gilt

Oc(z,t)
ox
Gleichung (14) beschreibt folgerichtig, dass die Diffusion (abgesehen von der Gréfe von D) umso schneller

ablauft, je grofer die Querschnittsfliche A des Rohres ist und je grofser der Konzentrationsgradient
ist (auch bekannt als 1. Ficksches Gesetz?). Fiir die Einheit des Diffusionskoeffizienten D gilt somit

n=-DA (14)

— [7] —m?
=

Da die Diffusion stets zu einer ndherungsweisen Gleichverteilung der Teilchen fithrt und damit immer
von Gebieten mit hoherer Teilchendichte ¢ zu Gebieten niedrigerer Teilchendichte verlduft (siehe obige
Abbildung), heifst das, dass im betrachteten Fall die Teilchendichte fiir grofer werdende = kleiner wird

c(x,t) oc(x,t) .

. . ., . .
und das Konzentrationsgefélle somit === negativ sein muss = —=;

Im Zeitintervall dt gilt fiir die gesamte iiber die Grenzen an den Stellen x; und x5 des Volumenelements
AV transportierte Teilchenzahl dny,

N = d;lttr = Nzy — Nab (15)
= nxy) — nlxy) (16)
B Oc(z1,t) Jc(xa,1t)
= —-DA o ( DA o (17)
= dn, = DA (ac(gz’t) = ac(g;’t) ) dt. (18)

Fiir den Zeitraum At = [ty t5] folgt daraus

new =D A /t :2 (80(562’” - 80(361’”) dt. (19)

ox ox

Die Anderung der Teilchenzahl dn eines infinitesimal kleinen Léngenabschnitts da des Rohres im Zeitin-
tervall At kann durch

dn =dV (c(z,ts) — c(z,t1)) (20)

2Benannt nach Adolf Fick (deutscher Physiologe), 1829-1901.
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beschrieben werden, wobei dV = Adx das Volumen des Rohrabschnitts dz bezeichnet. Die Anderung der
Teilchenzahl im gesamten Volumenelement AV berechnet man durch Integration iiber die Ortskoordinate

An = / dn (21)

= - Adz (c(x,ts) — c(z,t1)) (22)

1

= A/m2 (c(x,ta) — c(x,t1)) dz. (23)

xr1

Da die Teilchenzahl eine Erhaltungsgrofse ist, gilt mit (19) und (23)
An = ny, (24)

bzw.

b (80(I2,t) - 86(:101,75)) . (25)

A/:vz (c(z,ts) — clx, ty)) do = DA/ o7 o

X1 t1

wobei die Integranden auf beiden Seiten nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wie
folgt angeschrieben werden kénnen

(@ ty) — ol ty) = /j%dt, (26)

1

Oc(wg,t)  Oc(wy,t) (™ 0 (Oc(w,t) [ PPc(at)
ot o / or\ o )T / gz 0% (27)

1

Wir setzen die letzten beiden Beziehungen in (25) ein, dividieren die gesamte Gleichung durch A und
vertauschen auf der rechten Seite die Reihenfolge der Integrale

to ta 92
//80 dtdz _D/ / i “dtd (28)

Durch weitere Umformung gelangt man zu

/ / (ac:ct Da?g(;t))ﬂ- (29)

Da die letzte Beziehung fiir beliebige Rohrabschnitte Ax = [z, 23] und beliebige Zeitintervalle At =
[t1, o] erfiillt sein muss, gilt

dc(w,t) D 0?c(x,t)

o o 0 (Diffusionsgleichung). (30)
x

Bemerkung: Die Diffusionsgleichung wird in der Literatur auch als 2. Ficksches Gesetz bezeichnet.

1.3 Kombination aus Konvektion und Diffusion

Treten Konvektion und Diffusion im betrachteten Medium gleichzeitig auf, kombiniert man die Gleichun-
gen (13) und (30) wie folgt

dc(x,t) N dc(x, t)v(z,t) D(’?Zc(a:,t)

ot o oz O (31)



Als Begriindung fiir (31) schreiben wir die Gleichungen (13) und (30) in leicht verénderter Form noch
einmal an

oc(z,t) 0

5 = % (—c(x,?rv(x, t) (32)
Oc(x,t) 0 Oc(z,t)

ot %(D O ) (33)

und bezeichnen die Ausdriicke in den Klammern auf den rechten Seiten naheliegend als Konvektions-
flussdichte jx und Diffusionsflussdichte jp. Tritt sowohl Konvektion, als auch Diffusion auf, gilt fiir die
Gesamtflussdichte

jges - jK +.]D (34)

Setzt man diese in (13) (=Kontinuitétsgleichung) statt jx ein, erhélt man nach Ausfiihrung der Diffe-
rentiation und Umstellen der Terme die Konvektions-Diffusiongleich-ung (31).

2 Diskussion und Losung

Fiir die (isolierte) Losung von (31) muss v = v(z,t) a priori bekannt sein. Wir betrachten den Spezialfall
einer konstanten Strémung, d.h. v = konst., wodurch sich (31) zu

dc(x, 1) . de(w,t) D&%(x,t)

ot oz oz Y (35)

vereinfacht.

Die folgenden Unterabschnitte zeigen den zeitlichen Verlauf der Losungen fiir die angegebenen Fille.

2.1 Reine Konvektion: v > 0,D =0

Bringt man in eine konstante Stromung einen Farbtropfen ein, der nicht zerflieftt, so wird dieser bei
unverdnderter Form mit der Stromung mittransportiert.
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Bemerkung: Die minimal negativen und somit unphysikalischen Teilchendichten sind ,numerische Ar-
tefakte”.



2.2 Reine Diffusion: v =0,D >0

Bringt man in eine ruhende Fliissigkeit einen Farbtropfen ein, so zerflieft dieser aufgrund der stets
vorhandenen thermischen Bewegung. Das Konzentrationsmaximum bleibt jedoch an der gleichen Stelle.
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2.3 Konvektion und Diffusion kombiniert: v > 0, D > 0

Im kombinierten Fall zerfliefst der Tropfen, wiahrend er mit der Stromung weitertransportiert wird.
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