Physikalische Beschreibung von Wasserwellen

Der vorliegende Artikel fasst die Theorie von George Biddell Airy (1801-1892) zur Beschrei-
bung von Wasserwellen, auch bekannt als lineare Wellentheorie, zusammen. Im ersten Ab-
schnitt werden dazu die Eulerschen Gleichungen der Strémungsmechanik fiir Fluide mit kon-
stanter Dichte hergeleitet. Im zweiten Abschnitt wird darauf basierend die , Bewegungsglei-
chung* fiir die Wellen inkl. der zugehorigen Randbedingungen aufgestellt. Der 3. Abschnitt
zeigt die Losung inkl. Herleitung einer Formel fiir die Phasengeschwindigkeit der Welle.

1 Herleitung der Eulerschen Gleichungen der Stromungs-
mechanik

In diesem Abschnitt werden die Kontinuitétsgleichung und die Impulsgleichung fiir inkom-
pressible (d.h., Dichte p = const.) Fliissigkeiten hergeleitet.

1.1 Eulersche Betrachtung der Stromung

Bei der Eulerschen Betrachtung einer Stromung dndert sich die Geschwindigkeit eines Fliis-
sigkeitselements zeitlich und raumlich. Fiir den Geschwindigkeitsvektor gilt

v2(2(t), y(t), 2(t), 1)
U= | vy(x(t),y(t), 2(),1) | . (1)
vo(x(t), y(t), 2(t), 1)

Die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit setzt sich somit aus einem lokalen Anteil auf-
grund der Zeitabhingigkeit und einem konvektiven Anteil aufgrund der Ortsabhéngigkeit
zusammen. Dies ist im Hinblick auf die Herleitung der Impulsgleichung wichtig. Zur besse-
ren Lesbarkeit wird verkiirzt z,y, z statt z(t), y(t), z(t) geschrieben.

1.2 Kontinuitatsgleichung

Man betrachte das infinitesimale Volumenelement (siche Skizze 1), das von einer Fliissigkeit
mit konstanter Dichte p durchstromt wird. Fiir die Massenerhaltung gilt allgemein: Die
Anderung der Masse dm im Volumen dV = dx dydz wihrend des Zeitraums dt ist gleich
,Summe der Zufliisse — Summe der Abfliisse”. D.h.,

dm o dmz,zu dmx,ab dmy,zu dmy,ab dmz,zu dmz,ab

@ a @ a T Ta T Ta (2)

Da aufgrund der Inkompressibilitdt der Fliissigkeit p = const. gilt, ist dm = pdV zeitlich

konstant und somit
dm

oo, (3)



Skizze 1:

Setzt man fiir die zu- und abfliefsenden Massenstrome ein, erhélt man

dd_”; =0 = pdAyz Ux(x7yvz7t) - pdAyz UCIJ(J: + dl’,y,Z,t)

+ pdAg vy (z,y,2,t) — pdAg vy(z,y +dy, 2, 1) (4)
+ pdAzy Uz(%ﬁ% Z7t) - pdA:l‘y Uz(‘rhya zZ+ dZ,t),

bzw. mittels Taylor-Entwicklung

t
0 — pdd,. <vm<x,y,z,t>—w(as,y,z,t)—de}

Ox
b o (o 0) ) - 205020 5
+ pdAyy (Uz(:t,y,z,t) —v,(x,y,2,t) — wdz)
z

und entsprechender Vereinfachung unter Zuhilfenahme von dA,, = dy dz, dA,, = dx dz und
dA,y = dzdy

0v(x,y, 2, 1) N vy (z,y, 2, 1) N ov,(z,y, z,t)
ox oy 0z

—0. (6)

Dieses Ergebnis, die so genannte Kontinuitidtsgleichung, ldasst sich mit Hilfe des Nabla-
Operators

v=|2 (7)



Vg
und v = | v, | kompakt wie folgt schreiben
Uz

V-i=0. (8)

1.3 Impulsgleichung

Man betrachte das inifinitesimal kleine Volumenelement aus Skizze 2.

Skizze 2:
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Die x-Komponente kann auf Basis des 2. Newtonschen Gesetzes wie folgt angeschrieben
werden

d xr 7 Y 7t
am P EIED ey ) - Bt dey ), (9)
Wir ersetzen dm = pdV = pdA,. dz und driicken die Kraft F, durch den Druck p aus
d x Y ) ’t
pdA,. dx% = (p(z,y,2,t) — p(x + dz,y, z,t))dA,,. (10)
Mittels Taylor-Reihenentwicklung folgt daraus
d x ) Y ) t 8 Y ) Y t
pdx% = (p(:v,y, z,t) = p(e,y,2,t) — % dcv) : (11)
was vereinfacht
dvg(z,y,2,t) _ Op(z,y,21)
S 12
dt ox (12)

ergibt.

Mit der Berechnung des totalen Differentials auf der linken Seite erhélt man (p = p(x,y, 2, t),
vy = vg(z(t), y(1), (1), 1))

ov, Ov,dx Ov, 0y Ov, 0z op

S e A N 13

p(8t+8x8t+8y8t+820t> (13)

oz’
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bzw. eingesetzt fiir die Geschwindigkeiten v, = ‘?9“;”, vy = ?;Z und v, = g; sowie umgeformt
+ = v+ Uy + U, = 14
ot Ox oy Y 0z p o’ (14)

Die Ableitung % ‘9”1 ist die eingangs erwiahnte lokale Beschleunigung und ‘9””” U+ 5= ‘9””” vy + G 6”1
der konvektive Antell der Gesamtbeschleunigung.

Analog erhélt man fiir die y-Komponente

Ov,  Ovy,
ot ox T oy

v, ov,  10p
Uy + % UV, = P 8y (15)

und die z-Komponente unter Beriicksichtigung eines zusétzlichen Terms fiir die Schwerkraft

dv,
dm (;; =F,(z,t) — F,(z + dz,t) —dmpg, (16)
bzw.
6?}2 3?12 (9vz avz 1 ap
2z Z7z ZE . = 1
8t+8azvx+8yvy+ azvz paz -9, (7>

wobei ¢g die Erdbeschleunigung bezeichnet.

Setzt man die Gleichungen fiir die einzelnen Komponenten zusammen, erhélt man die Im-
pulsgleichung vektoriell

ov 1
\V4 =__V q 1
ot ( U) = P P+3, ( 8)

mit

o O

-9

Man achte auf die korrekte Bildung des Vektorgradienten V4 in (18).

2 ,.Bewegungsgleichung* fiir Wasserwellen

Zur Herleitung der Bewegungsgleichung fiir Wasserwellen inkl. Randbedingungen geht man
von (8) und (18) aus. Vereinfachend wird angenommen, dass die betrachtete Stromung wir-
belfrei ist. D.h.,

V x 7= 0. (20)

Daraus folgt, dass das Geschwindigkeitsfeld als Gradient einer Potentialfunktion & = ®(z,y, 2, t)
ausgedriickt werden kann, d.h.,

7= V. (21)



Setzt man dies in (8) ein, erhélt man als ,Bewegungsgleichung” die Laplace-Gleichung
V20 = Ad = 0. (22)

Fiir die Randbedingungen an der Wasseroberfliche z = 0 geht man von der Impulsgleichung
(18) aus und setzt darin die Beziechung

1
(VU)-ﬁz(Vxﬁ)xU+§V(U-17) (23)
ein, welche sich aufgrund der Wirbelfreiheit von @, d.h. V x & = 0 zu
1
(VY) - = §V(77~ ) (24)

vereinfacht. Fiir Gleichung (18) erhdlt man mit (21) und § = V(—zg)

0 1 1
5 Ve +SV(VE V) = - Vp + V(—2zg), (25)
bzw.
od 1 1
L IVVD-VP + = =0. 2
V<8t+2V \Y% +pp+zg> 0 (26)

Da diese Beziehung fiir alle Orte (z,y, z) erfiillt sein muss, gilt

0® 1 1
E—FEVCI)-V(I)—l—;p—l—zg—C(t), (27)

mit einer Funktion C(¢), die nur von der Zeit, aber nicht vom Ort abhéngt. Ersetzt man
t
b b+ / C(r)dr, (28)
0

so kann C(t) = 0 gesetzt werden. Diese Transformation ist erlaubt, da das Integral bei der
Bildung des Gradienten v = V® wegfillt und das Geschwindigkeitsfeld somit nicht veréndert
wird.

Die resultierende Gleichung

0P 1 1

Rl vZ) I VA R =0 29

5 + 2V Vo + p p+2zg9=0, (29)
ist als Bernoulli-Gleichung bekannt und dient als Ausgangspunkt fiir die Herleitung der
beiden Randbedingungen an der Oberflache.

Dynamische Randbedingung an der Oberfliche: Wir reduzieren das Problem um
eine Dimension und betrachten geméfs Skizze 3 einen Fluss in der z-z-Ebene. Die Form der
Oberflidche kann fiir eine Oberflachenfunktion z = s(z,t) (s fiir surface) beschrieben werden.



Skizze 3:

|

—h 4 _ %Of“&m,

Da in (18) der an der Oberfliche z = s(z,t) wirkende Luftdruck p;, = const. durch die
Gradientenbildung des Gesamtdrucks p nicht eingeht, kann hier aufgrund der Transformation

p—p—prL (30)

p(z = s(x,t)) = 0 gesetzt werden. Die erste Randbedingung (=dynamische Randbedingung)
ist somit die vereinfachte Form von Gleichung (29), namlich

¢ 1
86_75 + §V<I> V& + sg =0 fiir z = s(x,t). (31)

Kinematische Randbedingung an der Oberfliche: Durch Einfarben der Fliissigkeit
an der Oberflache zeigt sich experimentell, dass Teilchen an der Wasseroberflache stets dort
bleiben. Basierend auf z = s(z,t) < z — s(x,t) = 0 definieren wir die Funktion

F(z,z,t) =z — s(x,t) = 0. (32)
Das totale Differential der Funktion lautet
dF oF O0F0x OF 0z
T T T R (32)
oF oOF oF
= + %U:{: + &Uz; (34)
wobel fur
oF 0 0s
oF 0 0s
Fr g(z—s(iﬂ,t)) =5 (36)
oF 0
_ = - - 1
= (sl ) (37)

gelten. Setzt man diese drei Beziehungen in das obige totale Differential ein, erhélt man die
so genannte kinematische Randbedingung an der Oberfliche z = s(z,t)

ds 0s
—a—%Ux—f—]_UZ:O, (38)



bzw. umgeformt und unter Beriicksichtigung von v, = g—i’ und v, = %—f
Os 0s
5 + e = U (39)
ds 0s 0P 0P
22277 - 2T fiir 2 = t). 4
ot + Oxr Ox 9, 7 s@.?) (40)
Randbedingung am Boden: Wird der Boden als eben angenommen, z = —h, und ist
dieser undurchléssig, muss die Stromungsgeschwindigkeit v,(—h) = 0 sein. Da v, = aa—f ist,
gilt als 3. Randbedingung
0P
5 = 0 fiir z = —h. (41)

3 Losung der ,Bewegungsgleichung* — Herleitung einer
Formel fiir die Phasengeschwindigkeit

Im vorliegenden Abschnitt wird die Laplace-Gleichung (22) mit den Randbedingungen (31),
(40) und (41) fiir eine fortschreitende Welle gelost. Ist die Amplitude sy der Oberflachenfunk-
tion s(x,t) hinreichend klein, so kénnen die Randbedingungen (31) und (40) geméif ,klein
mal klein ist sehr klein“ linearisiert werden. Fiir (31) folgt somit

P
oo + sg = 0 fur z = s(x, ), (42)
ot
fir (40) ergibt sich
ob 0Os ..
= 5 fir z = sz, t). (43)

Aufgrund der Reduktion der Dimensionen auf 2, gilt fiir die Potentialfunktion (vorerst)
$ = P(z, z). Folgender Separationsansatz biete sich an

O(x,2) = X(x) Z(2). (44)
Nach zweimaliger Differentiation beziiglich x bzw. z erhélt man in (22) eingesetzt

PO PD  PX P’z

0x? + 022 Ox? Z+& 022 0 (45)
und umgeformt
g (46)

Das Vorzeichen der Separationskonstanten 5% wurde dabei so gewihlt, dass sich in 2-Richtung
periodisches Verhalten ergibt. Die Differentialgleichung hierfiir lautet

02X

92 T B> X =0. (47)




Mit dem Ansatz X = e¥* und somit 6;7)2{ = % e%® erhilt man eingesetzt und umgeformt
@ = £[i. Setzt man = wt — kx (w...Kreisfrequenz, k... Kreiswellenzahl), gelangt man
unter Zuhilfenahme der Formel von Euler mit dem Ansatz fiir eine fortschreitende Welle

X = Asin(wt — kx) 4+ Bceos(wt — k) (48)
und daraus folgend

0?°X
0x?

= —Ak’sin(wt —kx) — Bk*cos(wt — k), (49)
zu 3 = *k.

Die Differentialgleichung in z-Richtung lautet geméf (46)

2
A
g?—kQZ:O. (50)

Mit dem Ansatz Z = e** und somit %27? = p? et erhilt man eingesetzt und umgeformt

u = £k, womit man folgende allgemeine Losung anschreiben kann
Z=0Ce* 4+ De ™. (51)

Mit der Randbedingung fiir den Boden (41) kann man die Konstante C' bestimmen. Es gilt

g—f:g—f = 0 fiir 2 = —h, (52)
g—f = k(Ce”—De™™), (53)
aZg;h) = k(Ce*™—De")=0=C=De. (54)
Eingesetzt erhélt man
7 — Dkt gz 4 D ehz — D kb h(zth) 4 oz, (55)

Mit der Definition

6k(z+h) + e—k(z+h)

cosh (k(z + h)) = 5 = ") = 2 cosh (k(z + h)) — e FEFW - (56)
folgt fiir
Z = De"2 cosh (k(z + h)) =D e e #tM) 4 D ke (57)
0

Fasst man D* = 2 D " zusammen, ergibt sich folgende Losung fiir die z-Komponente
Z = D*cosh (k(z+h)). (58)
Die Gesamtlosung lautet

& =X7Z=D"cosh(k(z+h)) (Asin(wt — kx)+ Beos(wt —kx)). (59)

8



Zur Bestimmung der Phasengeschwindigkeit ¢ der Welle benotigt man die linearisierte dy-
namische Randbedingung (42) und die linearisierte kinematische Randbedingung (43). Dif-
ferenziert man (42) nach der Zeit, erhilt man

0*®  Os .

W—I—gE:Ofurz:O. (60)
Setzt man darin Beziehung (43) ein, ergibt sich

0?® 0P .

W—kgg:Ofurz:O. (61)

Leitet man die Losung (59) getrennt zweimal nach ¢ und einmal nach z ab, und setzt man
dies in die letzte Differentialgleichung ein, erhdlt man mit A* = AD* und B* = B D*
ausgewertet an der Stelle z = 0

(—w?cosh (kh) + kgsinh (kh)) (A*sin(wt — kx) + B* cos(wt — kz)) = 0. (62)
Diese Identitdt kann fiir alle ¢ und alle x nur gelten, wenn
—w? cosh (kh) + kgsinh (kh) = 0 (63)
ist.

Aus (63) kann man mit w = 27f, k= 2% und ¢ = A f (f...Frequenz und ... Wellenléinge)
die Phasengeschwindigkeit

B gA 2m
c= :i:\/27T tanh ( 3 h) (64)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man ®(z = 0,z,t = 0) = 0 fordern. Damit
erhélt man aus der Gleichung (59) die Bedingung B* = 0 und somit

® = A" cosh (k(z + h))sin(wt — kz). (65)

berechnen.

Setzt man diesen Zusammenhang einmal nach ¢ differenziert in (42) ein, gelangt man nach
dem Einsetzen von z = 0 und entsprechender Umformung zu

*

A*w
g

Substituiert man fiir die Amplitude der Oberflachenfunktion sy = —A%“ cosh (kh), lautet die
vollstandige Losung

s(z,t) = — cosh (kh) cos(wt — k x). (66)

s(x,t) = spcos(wt—kx), (67)
O(x,z,t) = _#}f(kh) cosh (k(z + h))sin(wt — kx), (68)
bzw.
v AN C?Sﬁ(kkh) cosh (k(z + h)) cos(wt — kx) 6
v B %—f R c?sﬁ(kkh) sinh (k(z + h))sin(wt —kz) | (69)



Bemerkungen:

e Aufgrund der Abhéngigkeit der Phasengeschwindigkeit ¢ von der Wellenlénge A, siehe
(64), zerfliefst ein Wellenpaket mit fortlaufender Zeit.

e Im tiefen Wasser mit A >> X\ und somit tanh (%”h) ~ 1 vereinfacht sich (64) zu

c=41/Z. (70)

Auch fiir diese Wellen ist ¢ abhéngig von .

e Fiir Flachwasserwellen gelangt man mit der Annahme A >> h und der Taylor-Entwicklung
tanh (2°h) &~ 2Th ausgehend von (64) zum bekannten Ergebnis

¢ = ++/gh. (71)

Dieses kann auch direkt aus den eindimensionalen Flachwassergleichungen hergeleitet
werden.
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