Die instationare Warmeleitungsgleichung

Die Wirmeleitungsgleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen der zeitlichen und der raumlichen
Anderung der Temperatur in einem Korper. Sie ist (wie die Wellengleichung) eine partielle Differential-
gleichung (PDG)! und dient zur Beschreibung instationirer Temperaturfelder. Wir beschrinken unsere
Betrachtungen zunéchst auf eine eindimensionale Formulierung und verallgemeinern diese anschliefsend.

Herleitung

Gegeben sei ein Stab mit der Querschnittsflache A und der (zur Vereinfachung) konstanten Warmeleit-
fihigkeit? X. Der Stab sei dabei so diinn, dass in der gesamten Querschnittsfliche A die Temperatur
als gleich betrachtet werden kann. Wir gehen von der bekannten Warmeleitungsgleichung fiir stationére
Zustéinde aus. Fiir den Wirmestrom Q = % gilt

: AT

wobei AT die im stationdren Fall konstante Temperaturdifferenz zwischen den Stabenden und [ die Lénge
des Stabes bezeichnen. Den Bruch ¥ in (1) bezeichnen wir als Temperaturgefille. Im instationéren Fall,
bei dem die Temperatur 7" von Ort x und Zeit ¢ abhéngt, also T'= T'(x,t) gilt, verallgemeinern wir das
Temperaturgefille zu %.

Als Ansatz fiir die Herleitung stellen wir die Energiebilanz fiir einen Stababschnitt Ax bzw. das zu-

gehorige Volumenelement AV auf (siehe Skizze).
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Wie in der Skizze ersichtlich, gibt es an der Stelle z; einen Warmetransport Qou = Q(xl, t) in das Volu-
menelement AV und an der Stelle 2y = 21 + Az einen Abtransport Qu, = Q(:L'Q, t). Da Wirme stets von
Gebieten mit hoherer Temperatur zu Gebieten niedrigerer Temperatur flielst, heilit das, dass im betrach-
teten Fall die Temperatur fiir grofser werdende = kleiner wird und das Temperaturgefille somit negativ
sein muss, —%ﬁ’t).

Im Zeitintervall dt gilt fiir die gesamte iiber die Grenzen an den Stellen x; und x5 des Volumenelements

AV transportierte Warmemenge d@);,
— thr

Qtr dt = Qzu - Qab (2)
= Q(z1,1) — Q(2,1) (3)

. 8T(l’1, t) 8T($2, t)
et <—)\A Oes,t) ) (4)
—dQ, = AA (ang’t) _ aTg;“t)) dt. (5)

!Die Diffusionsgleichung hat mathematisch die gleiche Bauart, die darin auftretenden Gréfen haben jedoch eine andere
physikalische Bedeutung.

2Definition: Die Wirmeleitfihigkeit gibt jene Leistung an, die durch ein bestimmes Material von einem m? Querschnitts-
flache bei einem Temperaturgefille von einem Kelvin pro Meter iibertragen wird.



Fiir den Zeitraum At = [ty t5] folgt daraus

o t2 8T(:)32,t) 8T(:1:1,t)
QtT_AA/tl ( ot )dt. (6)

Zusétzlich kann durch Heizen (oder Kiihlen) dem Volumenelement AV Warme zugefiihrt (oder entzogen)
werden. Dies wird mit einem sogenannten Quellterm in der Warmeleitungsgleichung beriicksichtigt. Wir
bezeichnen mit ¢(z,t) die Wirmeleistung pro m?, d.h. [¢] = 25 = L

m3

[t1,t2] dem Volumenabschnitt AV = A Az zugefithrte Heizwiarmemenge @, gilt somit

Qn=A / /: 6(x, 1) didz. (1)

Die Anderung der inneren Energie dU eines infinitesimal kleinen Lingenabschnitts dz des Stabes im
Zeitintervall At kann durch

dU = dQ = cdm (T(z,t2) — T'(z,t1)) (8)

beschrieben werden, wobei ¢ die konstante spezifische Warmekapazitiat und dm = pdV = p Adx die Masse
des Stababschnitts dz bezeichnen. Die Anderung der inneren Energie im gesamten Volumenelement AV
berechnet man durch Integration iiber die Ortskoordinate

AU=Q = /msz (9)
_ / P epAdy (T(w.t) — T(x,11)) (10)
_ cpA/xQ (T ts) — T(z,1,)) da. (11)

Nach dem Energicerhaltungssatz gilt mit (6), (7) und (11)
Q = Qtr + Qh (12)

T2 to
cpA/ T(x,ts) — Tz, t1) d:c—)\A/ (aT T2 aTg?”) dt+A/ / &z, t) dtdz, (13)
xr1 t1

wobei der Integrand auf der linken Seite und der erste Integrand auf der rechten Seite nach dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung wie folgt angeschrieben werden kénnen

to
T -1 - [ Trla (14
t1 at
T (x3,t)  OT(xy,t) /I2 0 (9T (x,t) _/7”2 O*T(x,t)
ot o ) owm\ o )T T (15)

Wir setzen die letzten beiden Beziehungen in (13) ein, dividieren die gesamte Gleichung durch A und
vertauschen beim ersten Term auf der rechten Seite die Reihenfolge der Integrale

t2 T ta 92
cp/ / 0 xtdtd —)\/ / T dtd +/ / o(z,t) dtdx. (16)

Durch weitere Umformung gelangt man zu

/ / ( aT“ Am(;g’t) —gb(x,t)) dtdz = 0. (17)
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Da die letzte Beziehung fiir beliebige Stababschnitte Az = [z}, x2] und beliebige Zeitintervalle At = [ty, t5]
erfiillt sein muss, gilt

Ol (x,t) 0?T(x,t)

Py — A 52 — ¢(x,t) = 0 bzw. (18)
2
cpaT(ai’t) = )\% + ¢(z,t) (=inhomogene Wirmeleitungsgl.). (19)
T

Wird der Stab weder beheizt noch gekiihlt, so ist ¢(x,t) = 0 zu setzen, wodurch sich die Warmeleitungs-
gleichung zu ihrer homogenen Form

OT (x,t) . O*T(x,t)

) A
B 52 mit a = ” (20)

vereinfacht.

Fiir eine Anwendung der Warmeleitungsgleichung sind der Problemstellung entsprechende Anfangs- und
Randbedingungen zu formulieren und die PDG inkl. dieser Bedingungen zu 16sen.

Fiir eine Verallgemeinerung auf zwei- oder dreidimensionale Temperaturfelder 7' = T'(z,y,t) bzw. T =
T(x,y, z,t) muss die 2. Ableitung nach dem Ort (wie bei der Wellengleichung) durch den entsprechenden
Laplace-Operator ersetzt werden

0? 0? o?
A= 21
O0x? i 0y? (+8z2) ’ (21)
wodurch die (homogene) Warmeleitungsgleichung (d.h. ohne Heizfunktion ¢) mit %—f — T folgende Gestalt
annimmt

T = aAT. (22)

Beispiel: Die folgende Abbildung zeigt schematisch den Temperaturverlauf eines Stabes zu verschiedenen
Zeitpunkten (¢ = 0).
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Ubung: Zeige durch Einsetzen der sogenannten Fundamentallosung
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in (20), dass diese eine spezielle Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung ist.

T(x,t) =



