Das inverse Magnetpendel — ein
Modellierungsversuch

Dr.rer.nat. Dr.techn. Martin Tutz

Janner 2019



Problemstellung und Zielsetzung

Im vorliegenden Artikel soll das inverse Magnetpendel (siehe Abbildung) in 2D als Beispiel fiir
eine anharmonische Schwingung physikalisch modelliert werden. Dieses besteht aus 2 Holzstéab-
chen mit je einem mit einem Klebestreifen fixierten Magneten.

Im ersten Teil wird die Bewegungsgleichung hergeleitet, welche im zweiten Abschnitt (nume-
risch) gelost wird. Die daraus bestimmbare (mittlere) Periodendauer wird mit der experimentell
bestimmbaren verglichen. Im dritten Abschnitt wird der Grenzwinkel fiir den Abriss der Schwin-
gungsbewegung berechnet und mit dem gemessenen , Kippwinkel im statischen Fall verglichen.



1 Herleitung der Bewegungsgleichung

Ausgehend von dieser Skizze,

Dborer MdjW

kann mit [ ¢ = Y, M; (M;...wirkende Drehmomente) als rotatorisches Analogon zum 2. New-
tonschen Gesetz folgende Bewegungsgleichung aufgestellt werden!
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verursacht durch die

magnetische Kraft
wobei Iy, das Gesamttragheitsmoment bezeichnet. Dieses setzt sich aus dem Trégheitsmoment
des Stabes Is und dem Tragheitsmoment des Magneten I,; zusammen. D gibt die Stéirke der
Démpfung (proportional zur Winkelgeschwindigkeit ¢) wieder. Fig steht fiir die Gewichtskraft
des Stabes, r g fiir den Normalabstand der Stabgewichtskraft beziiglich der Drehachse, Fpy,
fiir die Gewichtskraft des Magneten und r,, fiir den Normalabstand der Magnetgewichtskraft
beziiglich der Drehachse. Weiters bezeichnet k eine Konstante, die die magnetische Feldkon-
stante o beinhaltet, p; und py bezeichnen die jeweiligen Polstéarken? der beiden Magnete und
r den Abstand zwischen diesen beiden. [ steht fiir die Pendelldnge und fiir die beiden Winkel ~
sowie 0 wird auf die obige Skizze verwiesen. Das Minus auf der linken Seite von (1) ist wegen
der Auslenkung im Uhrzeigersinn notwendig. Auf der rechten Seite drehen die ersten beiden
Teildrehmomente ebenfalls im Uhrzeigersinn, der letzte Term dagegen.

Der besseren Lesbarkeit wegen wird auf die Angabe (t), wie z.B. bei ¢ = ¢(t), bei allen zeitabhingigen
Grofen verzichtet.
2 Etwas“ antiquierte Betrachtung aber zweckmiRig ©!



Fiir das Gesamttragheitsmoment /., bzw. die zugehorigen Teiltragheitsmomente beziiglich der
Drehachse gilt

l
IS=[ dems. (2)
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Da man die Masse Amg eines Stababschnittes A7 mit der linearen Massendichte des Stabes pg
durch Amg = ps Ar darstellen kann, folgt daraus dmg = pg di und somit

l 31t 1
TR PR L] S P @
0 0

Da der Magnet am Ende Stabes als punktformig angenommen wird, folgt fiir sein Tréagheits-
moment beziiglich der Drehachse

IMZli2, (4)

wobei m), die Masse des Magneten bezeichnet. Fiir das Gesamttriagheitsmoment gilt somit

1
Iges = gmslz+m]\/[12. (5)

Fiir die Terme auf der rechten Seite von (1) konnen folgende Zusammenhénge eingesetzt werden

(siche Skizze)

l .
~Fggris=-mgg ) sin(p), (6)

wobei mg die Masse des Stabes, g die Erdbeschleunigung und é den Abstand des Stabschwer-
punktes von der Drehachse bezeichnen. Analog folgt fiir den 3. Term der rechten Seite

—Fonrin =-maglsin(yp). (7)
Im 4. Term auf der rechten Seite von (1) kann der Abstand r geméf der Skizze durch

r=v/(a+1-1lcos(p))? + (Isin(p))? (8)

und der Winkel v (siehe Skizze) durch

Lsin(p) ) (9)

= arct
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angeschrieben werden. a ist hierbei der Abstand der beiden Magnete fiir ¢ = 0.

Fiir den Winkel 9 folgt somit
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Setzt man (5) bis (10) in (1) ein, erhélt man eine gewohnliche nichtlineare Differentialglei-
chung 2. Ordnung, die fiir geeignete Anfangswerte numerisch gelost werden kann3. Man erhalt

3Eine analytische Losung ist aufgrund der Nichtlinearitit nicht moglich.
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umgeformt

1 l
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g (a+1-1cos(p))?+ (Isin(p))?

- Isin(p)
l 008(5 - arctan(a+ I _lcos(go)) B 90) )
= f(p,9). o

Fiir die Losung wird die rechte Seite von (11), wie oben ersichtlich, mit f(y,¢) abgekiirzt. Die
Differentialgleichung hat somit die ,Bauform® ¢ = f(p, ).

2 Numerische Losung der Bewegungsgleichung

Da (1) bzw. (11) Ordnung 2 hat, benétigt man zur Losung 2 Startwerte

p(t=0) = ¢ound (12)
p(t=0) = ¢o (13)

Um die Riickfiihrung der zu lésenden Differentialgleichung 2. Ordnung auf ein System von 2
Differentialgleichungen 1. Ordnung zu vermeiden, wird der 1. Schritt als Taylor-Startschritt
ausgefiihrt. Dazu wird die 2. Ableitung von ¢ durch einen geeigneten Differentenquotienten
mit hinreichend kleinem At approximiert. Man erhalt, diskretisiert auf einem uniformen Gitter
mit der Schrittweite At, d.h. t; =iAt, :=0,1,2,... N
$1=%0 p
B(to) m B 72, (14)
2

bzw. eingesetzt in (11) und umgeformt auf ¢4

. AP .
Y1 =900+At¢0+7f(¢07900)- (15)

Fiir ¢ > 2 muss zusétzlich die 1. Ableitung fiir die Berechnung der Dampfung diskretisiert
werden. Damit die Differentialgleichung mit einem expliziten Verfahren gelost werden kann,
wird die 1. Ableitung durch den riickwértigen Differenzenquotienten approximiert?

. Pi-1 — Pi-2
Gty w P2 (16)
Fiir die 2. Ableitung gilt
. i = 2i1 + Pi-g
G(ti-1) » INE > (17)
eingesetzt in (11) erhdlt man
i =201 — g+ A f (%—1, %) : (18)

Wichtig: Fiir die Losung eines konkreten Beispiels fehlt die Bestimmung der unbekannten
Polstérken p; und py sowie der Konstante k. Dies kann wie folgt bewerkstelligt werden (siehe

Abbildung).

4Bei der nur sehr schwachen Diampfung ist dies zulissig.
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Man legt den einen Magneten auf den Boden eines diinnen einseitig geschlossenen Rohres,
und lasst den anderen Magneten durch die abstofende Kraft dariiber schweben®. Man misst
im eingeschwungenen Zustand den Abstand ry zwischen den beiden Magneten. Gemaélfs dem 1.
Newtonschen Gesetz gilt fiir die Betriage der Krifte

FG,Mag = FMag (19)
myg = k P1§? . (20)
"o

Kiirzt man kp; po mit einer neu eingefiihrten Konstante C' ab, erhélt man
C=kpips=mugrs, (21)

hat so die Bestimmung der drei Parameter ,jumschifft“ und kann C' in die Berechnung einsetzen.

Die einzigen zu messenden Gréfen zur Bestimmung von C' sind rg und my,.

Beispiel

Zur Kontrolle der Modellbildung wurde eine Simulation durchgefiihrt. Die daraus bestimmbare
Periodendauer wurde mit der experimentell iiber 10 Schwingungen ermittelten Periodendauer
verglichen. Die Parameter kénnen dem Quellcode des Maxima-Programms aus Anhang A ent-
nommen werden.

Als Startwerte wurden

7°~0,12rad
0

p(t=0)
p(t=0)

gewdhlt (sieche ebenfalls Anhang A). Das folgende Diagramm zeigt den Winkelverlauf ¢ aufge-
tragen iiber der Zeit t.

®Das Rohr muss so diinn sein, dass sich keiner der beiden Magnete umdrehen kann.
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Zeittins

Daraus folgt eine mittlere gerechnete Periodendauer T}, ~ 0,61s. Bei einer iiber 10 Schwin-
gungen gemessenen mittleren Periodendauer von Ti.,, ~ 0,555 ergibt sich ein relativer Fehler
von AT, ~ 11 %.

3 Berechnung des Kippwinkels

Im Folgenden soll der Grenzwinkel bestimmt werden, ab dem das durch die magnetische Kraft
verursachte Moment nicht mehr ausreicht, um das Pendel aufrecht zu halten. Im statischen Fall
gilt ¢ = 0, wodurch sich (11) unter Beriicksichtigung von (21) zu

L. :
0 = ms g5 sin(p,) +mar gl sin(p,)

¢ T _ arctan Lsin(ey) -
<a+l—lcos<sog>>2+(zSinwg))Zl“’S(z t (a+l—zCos<gog>) S”“’) 22)

vereinfacht. Diese nichtlineare Gleichung kann z.B. mittels Newtonverfahren gelést werden.
Fiir die im Anhang A angefiihrten Parameter erhélt man einen Grenzwinkel ¢, ger # 0,27 rad ~
15,6°. Der gemessene Grenzwinkel betragt ¢y gem ~ 12°, was einen relativen Fehler von Aggy, ~
23% ergibt.

4 Fazit

Im Rahmen der Genauigkeit der Messungen und der gewéhlten Modellierung erscheinen die
relativen Fehler fiir die Periodendauer und den Kippwinkel akzeptabel. Eine grofere Fehlerquelle
stellt hierbei sicher das sehr einfach ,,gestrickte* Kraftgesetz fiir die magnetische Kraft (siehe 4.
Term in (1)) dar. Weiters verdreht sich bei der Bestimmung der Konstante C' stets der obere
Magnet im Rohr, sodass dieser nicht mehr exakt senkrecht im Rohr schwebt und dadurch C'
nicht ,,besonders genau“ bestimmbar ist.



A Anhang — Quellcode des Maxima-Programms

Es folgt der Quellcode des Maxima-Programms zur Losung der Bewegungsgleichung (11).

(%i1) kill(all)$

Mathematische Modellierung des Versuchs ’Magnetpendel’
Autor: Martin Tutz

Alle Einheiten in SI!

(%1i1) load(mnewton)$

(%12) ratprint:false;

(ratprint) false

Masse des Magneten

(%i3) mM:0.006;

(mM) 0.006

Erdbeschleunigung

(hi4) g:9.81;

(g) 9.81

Lange des Stabes

(%i5) 1:0.215;

(1) 0.215

Masse des Stabes

(%i6) mS:0.003;

(mS) 0.003

Abstand der Magnete (gemessen in der Ruhelage)

(%i7) a:0.057;

(a) 0.057

Gleichgewichtslage des Magneten (ca. 5 cm iiber dem anderen Magneten)
(%1i8) xggw:0.055;

(xggw) 0.055

Dimensionierung der Konstanten C=k*pl*p2 im Kraftgesetz.
Damit wird die Rechnung an das tats&dchliche Experiment angepasst
und die Ermittlung der Polst&drken sozusagen ’umschifft’.
(%19) C:mM*xgxxggw™2;

(€C) 1.7805150000000001%10"~-4

Dampfungskonstante

(%i10) D:0.0001;

(D) 1.0%10"-4

Plot der wirkenden Kraft

(%i11) wxplot2d([C/x~2], [x,0.01,0.21)$

(%t11) (Bild)

(%i12) IStab:float(1/3*mS*172);

(IStab) 4.6225%10"°-5

(%113) IMagnet:float(mM*1~2);

(IMagnet) 2.7735%10"-4

(%i14) Iges:IStab+IMagnet;

(Iges) 3.23575%10"-4

Anfangswerte

(%i15) phi[0]:float(-7/180%*%pi);

(%015) -0.1221730476396

(%i16) phidt[0]:0.;



(%ho16) 0
Integrationsdauer
(%117) tend:5.5;
(tend) 5.5
Zeitschrittweite
(%118) deltat:0.001;
(deltat) 0.001
Anzahl der Iterationen
(%119) N:round(tend/deltat);
(N) 5500
Startschritt = expl. Taylorschritt (notwendig, da die DGL Ordnung 2 hat)
(%120) phi[1]:phi[0]+phidt[0]*deltat+deltat~2/2%1/Iges*(-1)
* (Dxphidt [0] -mS*g*1/2*sin(phi[0] ) -mM*g*1*sin(phi [0])
+C/ ((a+l-1*cos(phi[0]))~2+1~2*sin(phi[0])~2)*1
xcos (float (%pi)/2-atan(l*sin(phi[0])/(a+l-1*cos(phi[0])))-phi[0]));
(%020) -0.12216861396725
Iteration
(%1i21) for i:2 thru N do block(
phi[i]:2%phi[i-1]-phi[i-2]+deltat~2*1/Iges* (-1)*(D* (phi[i-1]-phi[i-2])/deltat
-mS*g*1/2xsin(phi[i-1]) -mM*g*1*sin(phi[i-1])
+C/ ((a+1l-1xcos(phi[i-1]))~2+1~2*sin(phi[i-1])"2)
x1xcos(float (%pi)/2-atan(1l*sin(phil[i-1])
/(a+1-1*cos(phil[i-1]1)))-phil[i-11)),
if mod(i,10000)=0 then display(i)
)
(%021) done
Plot der phi-Werte
(%122) phiwerte:makelist([j*deltat,phil[j]],j,0,N)$
(%123) wxplot2d([discrete,phiwerte], [ylabel,"Winkel phi in rad"],
[xlabel,"Zeit t in s"])$
(%t23)  (Bild)
(%i24) plot2d([discrete,phiwerte], [ylabel,"Winkel phi in rad"],
[xlabel,"Zeit t in s"],
[gnuplot_term,png], [gnuplot_out_file,
"/home/martin/Mathe-Physik/Inverses-Magnetpendel/phi. jpeg"]) ;
(%024) "/home/martin/maxout.gnuplot_pipes
/home/martin/Mathe-Physik/Inverses-Magnetpendel/phi. jpeg"
Plot der Winkelgeschwindigkeitsfunktion
(%125) for i:1 thru N do block(
phidt[i]: (phi[i]-phi[i-1])/deltat
)
(%025) done
(%126) phidtwerte:makelist([j*deltat,phidt[j]1]1,j,0,N)$
(%127) wxplot2d(/*[[discrete,xwerte] ,*/[discrete,phidtwerte] /*]*/)$
(%ht27) (Bild)
Berechnung des Kippwinkels/Grenzwinkels
(%128) glg:-mS*g*1l/2*sin(phigr) -mM*gx1l*sin(phigr)
+C/ ((a+l-1xcos(phigr))~2+1~2*sin(phigr)~2)
*x1*cos(float (%pi)/2-atan(1l*sin(phigr)/(a+1-1*cos(phigr)))-phigr)=0;



(glg) (3.82810725%10"-5*cos(atan((0.215*sin(phigr))/
(0.272-0.215%cos (phigr)))+phigr-1.570796326794896))
/(0.046224999999999*s1in (phigr) ~2+(0.272-0.215*cos (phigr) ) ~2)
-0.015818625%sin (phigr)=0

(%129) loes:mnewton(glg,phigr,-0.1);

(loes) [[phigr=0.27257255190631]]

(%130) phigr:float(rhs(loes[1][1])/%pi*180);

(phigr) 15.61725683534231

Vergleich mit Experiment

(%131) Tgem:float(tend/10);

(Tgem) 0.55

(%132) Tger:float(tend/9.);

(Tger) 0.61111111111111

(%133) DeltaT_rel:float((Tger-Tgem)/Tgem) ;

(DeltaT_rel) 0.11111111111111



