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Das Verfahren von Milstein bzw. der Milstein-Term

Wihrend das Euler-Maruyama- Verfahren nur die erste Ordnung der Taylor-Entwicklung berticksichtigt, nutzt
Milstein die zweite Ordnung fiir den stochastischen Teil, um die Gesamtkonvergenzordnung des Verfahrens
von % beim EM-Verfahren auf 1 beim Milstein-Verfahren zu heben.

Betrachten wir zur Herleitung eine sDGL der Form
dX; = a(Xz)dt + b(Xe)dWr,

wie z.B. bei der geometrischen Brownschen Bewegung.
Zuerst integriert man die Gleichung iiber ein kleines Zeitintervall [t,¢ + At]
t+At t+At
Xpns = X + f a(Xs)ds + /t b(X,)dW.
¢
Fiir kleine At nehmen wir den Drift-Term a(X) als konstant an, a(X;) ~ a(X;) (linksseitig)
t+AL
[ a(X;)ds » a(Xt)At.
¢

Um eine bessere Naherung fiir den Term b(X,) im stochastischen Integral zu erhalten, wenden wir das
Ito-Lemma auf die Funktion f(z) = b(z) an

db(X;) = (a(Xs)b’(Xs) : %bQ(Xs)b"(Xs)) ds + b(X )Y (X,)dWs.

Fiir die Milstein-Herleitung vernachléssigen wir die Terme hoherer Ordnung in ds und betrachten nur den
relevanten (=stochastischen) Teil

B(X,) ~ b(X) + ft " B(X )b (Xu)dWe.
Wird b(X, )b (X,) wiederum durch den Wert zum Startzeitpunkt ¢ angenéhert, ergibt sich
b(X5) = b(Xy) + (X )b (X)) (Ws - Wh).

Setzen wir diese Naherung in das urspriingliche stochastische Integral ein

Q

t+At t+At
ft b(X,)dW, ft [B(X0) + (XY (Xo) (W — Wi) ] dWs, (1)

t+AtL
B(X;) AW, + b(X:)b (Xe) ft (W, = W) dWs. 2)

Das verbleibende Integral ftHAt(WS - W;)dW; lasst sich mittels Ito-Integral exakt 16sen. Das Resultat lautet
1 2
2 ((AWy)* - At).

Kombiniert man alle Teile, erhalt man die iterative Formel fiir das Milstein-Verfahren

Xy = X+ a(Xn) At +b(Xn) AW, + %b(Xn)b’(Xn)((AWn)z _AD).

Milstein-Term

Hier ein detaillierterer Weg fiir die Ermittlung der Niherung von b(X;) mittels des Lemmas
von Ito:

Um den Milstein-Term zu verstehen, wenden wir das Ito-Lemma auf die Funktion f(z) = b(z) an. Das
Ziel ist, den Wert des Diffusionskoeffizienten b(X,) innerhalb des Integrals besser anzunéhern. Hier die
schrittweise Herleitung ausgehend von der sDGL

dX;s = a(X;s)ds + b(X;)dW;.



Wir méchten b(X,) fiir ein s > ¢ bestimmen. Das allgemeine Ito-Lemma fiir eine Funktion f (X,) lautet
il
df (Xs) = f(Xs)dXs + 5f"(Xs)azxg.

Setzt man f(x) = b(x) in das Lemma ein, erhélt man unter Beriicksichtigung der Ito-Regeln

db(X,) = b'(Xs) (a(XS)ds+b(Xs)dWs)+%b”(Xs) (az(Xs)ds2+2a(Xs)b(Xs)ddes+b2(X5)de)(3)
) _Ix, i ~axz ’
= V(X,) (a(X,)ds +b(Xs) dWs) + %b”(Xs)b2(Xs) ds (4)

Hinweis: Es gelten die Ito-Regeln dWs2 =ds, bzw. dsdW; — 0 und ds? - 0.
Ordnen nach ds und dW; ergibt

db(X,) = (b’(Xs)a(Xs) + %b”(Xs)bz(Xs)) ds +b'(Xs)b(Xs) dWs.

” relevanter Teil
=Lb(Xs)

Um den Wert b(X,) zu erhalten, integrieren wir beide Seiten von ¢ bis s
b(X) ~b(Xe) = [ Lb(X)du+ [ ¥ (XIB(Xu)dWh,

bzw.

8
B(X,) = b(Xy) + [ " Lb(X,)du + /t b (X )b( X)W,
t
Weiters gehen wir wie folgt vor:

1. Der Drift-Term, also das Integral [ Lb(X,)du, ist von der Ordnung d¢ und wird fiir den Milstein-
Zusatzterm vernachlissigt, da er in Terme hoherer Ordnung einflieRen wiirde. Gesucht ist jedoch eine
Approximation erster Ordnung fiir das stochastische Integral.

2. Im stochastischen Integral nehmen wir den Integranden als konstant zum Zeitpunkt ¢ an b'(Xy,)b(Xy) »
b (X:)b(X4).

Daraus ergibt sich die N&dherung
8
B(X) ~ b(Xe) + b (Xe)b(Xe) ft AW,

b(XS) ~ b(Xt) + bI(Xt)b(Xt)(Ws = Wt)

Dieses Ergebnis setzen wir nun in das urspriingliche Integral der sDGL ftHAt b(Xs)dWs ein

ft T (X0 + b (X)b(X0) (W, - We) [dW,s

t+At
= b(X:) AW, + B (X)b(X:) ft (W, = W3)dWs.

Das hintere Integral folgt aus dem bekannten Ito-Integral fot WsdWs = %(Wt2 —t). Damit ist der Milstein-Term
(wie oben beschrieben) fertig hergeleitet.



Zum Abschluss eine detaillierte Erklirung, warum der Term Lb(X;) bei der Milstein- Approximation
vernachlissigt wird:

In der stochastischen Analysis haben die Differentiale unterschiedliche Ordnungen beziiglich der Zeitschritt-
weite Atf:

e dt entspricht der Ordnung At

e dW; entspricht der Ordnung At!/? (da die Varianz von W; linear mit ¢ wéchst).

Setzt man Lb(X;) in das Integral der sDGL ein, erhdlt man

ft i ( ft ’ Lb(Xu)du) daw,.

Dieser Term beinhaltet ein Doppelintegral iiber du und dW;. In Bezug auf die Zeit ¢ hat dieser Ausdruck die
Ordnung

At- A2 = A2,
Cenau diese Ordnung ist der Grund, warum er weggelassen wird.

e Das Euler-Maruyama-Verfahren hat stochastisch die Ordnung At'72 bzw. deterministisch At', womit
der stochastische Term die Gesamtordnung vorgibt.

e Der Milstein-Term verbessert die stochastische Approximation auf die Ordnung At'. Dazu bendtigt
man den Term mit dW2, da dieser die Ordnung At hat.

e Der Term Lb(X;) fiihrt jedoch zu Termen der Ordnung A#3/2 oder héher, das ist sozusagen zu hoch
fiir das gewiinscht Ziel. Thn mitzufiihren wiirde bedeuten, weitere Ableitungen (") und komplizierte
Mehrfachintegrale zu berechnen, was den Rechenaufwand enorm erhéht, ohne die angestrebte Konver-
genzordnung von 1 zu verdndern. Lb(X,) wandert somit in den "Fehlerterm"O(At%?) und wird damit
vernachlsssigt, um den Rechenaufwand klein zu halten.
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Die Erwartungswerte bei Ito- und Stratonovich-Betrachtung

1 TIto-Betrachtung

Bei einer Betrachtung einer sDGL nach Ito wird der Integrand stets am linken Randpunkt des Zeitintervalls
ausgewertet. Fiir den Rauschterm der geometrischen Brownschen Bewegung o X:dW: bedeutet das als Summe
dargestellt

t n-1
f O'Xt th R Z UXti (Wti+1 - Wtz) .
0 1=0 —_—

=AW;
Da der Wert X;, nur von der Historie bis zum Zeitpunkt ¢; abhéingt (d.h. adaptiert ist), ist er unabhéngig
vom zukiinftigen Zuwachs des Wiener Prozesses AW, = (Wy,,, - Wy, ). Der Erwartungswert des Zuwachses
des Wiener-Prozesses ist (per Definition) immer Null, d.h. E[AW;] = 0. Da der Erwartungswert weiters ein
linearer Operator ist, darf man ihn immer in eine endliche Summe ziehen, egal, ob die Variablen abhingig
oder unabhéngig voneinander sind, d.h.

n—1 n—-1 n-1
EI:Z O'thAM] = Z E[O’thAVVz] =0 Z E[thAWZ]
3=0 1=0 i=0

Der schwierigere Teil in der Argumentation ist, warum
E[X;, AW;] = E[Xy,]- E[AW;].
gilt, da diese Trennung nur bei Unabhéngigkeit der Variablen funktioniert.

Bei der Ito-Interpretation nutzt man die sogenannte Nicht-Antizipation. Diese besagt im Grunde, dass der
Wert des Prozesses X;, zu keinem Zeitpunkt ¢; von Informationen abhéngt, die erst in der Zukunft (nach t;)
eintreffen.

Fiir die weitere Erklarung gilt im Detail:

e Die Filtration () ist das gesamte "Wissen"iiber den Prozess bis zum Zeitpunkt ¢;.

e Der Wert X;, steht zum Zeitpunkt ¢; bereits fest. Er ist "messbar"beziiglich F;, und somit fiir Betrach-
tungen in die Zukunft "fixiert".

e Der betrachtete Zuwachs des Wiener-Prozesses AW; = (Wy,,, - Wy,) ist laut Definition unabhéngig von
allem, was vorher passiert ist (also unabhingig von der Filtration Fy,).
Mit der sogenannten Turmeigenschaft des bedingten Erwartungswerts gilt somit
E[ X, AW;] = E[BE[X;,AW; | Fy,]],

wobei E[Xy AW; | Ft,] den bedingten Erwartungswert bezogen auf das Wissen bis zum Zeitpunkt t; be-
schreibt.

Da X;, zum Zeitpunkt ¢; bekannt ist, verhdlt sich X: wie eine Konstante und darf aus dem bedingten
Erwartungswert herausgezogen werden

E[ X, AW;] = E[ X, - E[AW; | F,]].
— e —
=0
Da der Wiener-Prozess sozusagen keine Erinnerung hat, ist der erwartete Zuwachs unabhéngig vom voran-
gegangenen Verlauf immer E[AW; | F,] =0, es gilt somit
E[ X, AW;] = E[X,,-0] =0.

Zusammengefasst erhélt man gesamt

0.

n-1 n—-1
E [a 3 XtiAWi] =0 ¥ E[X;,] E[AW;]
1=0 =0 SN—

= Jedes Ito-Integral eines adaptierten Prozesses ist ein Martingal und hat somit den Erwartungswert 0.



2 Stratonovich-Betrachtung
Bei einer Betrachtung nach Stratonovich wird der Integrand am Mittelpunkt ausgewertet

= (Xt. + Xr.'ﬂ

t
foaXtOth% Za 3

) (Wti+1 - Wti)'
=0

Hier tritt eine Korrelation auf, da in die Berechnung von Xy,,, der Zuwachs W;,,, - Wy, einflieft.

Man kann das Stratonovich-Integral unter Zuhilfenahme einer Taylor-Entwicklung in einen Tto-Teil und
einen Stratonovich-Korrekturterm zerlegen

t t
fo 0 Xs 0 dW, fo 0 X, 150Ws

it
f O'(Xs + ldXs)ale.
0 2

Mit dX; = 0 X;dW folgt weiters

t ¢ 1
fo o X, 0 dW, fo U(Xs+§aXdes)dWS

t t1 ., )
[ o X, AW, + f 22X, dW?
0 0 2 —
=dt

t 1 9 t
af X, dW, + ~o [ X,ds.

0 2 0
N —

Strat.-Korrektur

Bildet man den Erwartungswert

t
E[fo aXSodWs]

t 1, t
E[a f X, dW, + =0 f Xsds]
0 2 0
t 1, [t
E[a[ Xdes]+E[—a f Xsds].
0 2 0

=0 nach Ito +0

Da X, fast sicher ungleich 0 ist, ist der Erwartungswert des Korrekturterms ebenfalls ungleich Null. Stratonovich-
Integrale sind somit keine Martingale.
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