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Analytische Losung der Wirmeleitungsgleichung mit inhomogenen
konstanten Randbedingungen

Dic inhomogenen konstanten Randbedingungen lauten u(0,t) = T4 und u(L,t) =Tg.

1 Warum funktioniert der Separationsansatz nur bei homogenen Randbe-
dingungen?

Der Scparationsansatz u(z,t) = X (2) - T(t) filhrt mathematisch dazu, dass jede einzelne Mode (also jeder
Term der Summe) die Randbedingungen fiir sich allein erfillen muss. Die Gesamtlésung setzt sich aus einer
Summe (un)endlich vieler Teillésungen zusammen (Fouriersynthese). Am Rand gilt somit. ..

e ...0+0+0+---=0, bei homogenen Randbedingungen.
o .. Ty+T4+Ts+---#+T4, bei inhomogenen Randbedingungen, was somit nicht funktioniert.

Dariiber hinaus gilt folgendes: Damit das Produkt X (z) - T(t) an einem Rand (z.B. z = 0) cinen Wert un-
gleich Null ergibt (z.B. T4 am linken Rand), miisste dieser Wert zu jedem Zeitpunkt ¢ exakt gleich bleiben.

Da T(t) aber eine abklingende Exponentialfunktion e=oknt ist, wiirde sich der Randwert stindig éndern. Nur
Null bleibt beim Multiplizieren mit T'(t) immer Null.

Der Scparationsansatz verlangt somit, dass die zeitliche Entwicklung am Rand mit dem réumlichen Teil
"harmonicrt". Das ist bei konstanten Werten # 0 nur mdglich, wenn man sie vorher in den stationéren Teil
v(z) auslagert.

2 Wie ist die Vorgangsweise bei inhomogenen Randbedingungen?

Da der Scparationsansatz direkt nur fiir homogene Bedingungen u(0,t) = 0 und u(L,t) = 0 funktioniert,
zerlegt man die Losung u(z,t) in einen stationdren v(z) und einen transienten Anteil w(z,t)

u(z,t) = v(z) + w(z,t).

2.1 Der stationire Teil v(z) (= eingeschwungener Zustand)

Nach langer Zeit (t - oco) verdndert sich die Temperatur nicht mehr. Da die Warmeleitungsgleichung dann
zu v () = 0 wird, ist die Lésung eine Gerade zwischen den beiden Randwert-Temperaturen.

TB_TA-:E

v(z)=Ta+ 7

2.2 Der transiente Teil w(z,t)

Dicsen Teil 16st man mit dem klassischen Separationsansatz, da fiir w die Randbedingungen homogen sind

w(0,1)
w(L,t)

uw(0,t) ~v(0) =Ta-T4=0
u(L,t)-v(L)=Tg-Tp = 0 (1)

Wichtig: Bei der Anfangsbedingung fiir w(z,0) muss man den stationéren Teil abzichen: w(z,0) = u(z,0) -

v(z).
Konkret geht man wie folgt vor:

Um dic Anfangsbedingung fiir den transienten Teil w(z,0) zu bestimmen, nutzt man die urspriingliche
Temperaturvertcilung zum Zeitpunkt ¢ = 0, diese wird mit f (z) bezeichnet.



Aus u(z,t) = v(z) + w(z,t) folgt

w(z,0) = u(z,0) —v(z) = f(z) - (TA + Ts-Ta .7:)

L
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Das Problem w(z,t) hat nun homogene Randbedingungen (0 an beiden Enden) und die neue Anfangsbedin-
gung w(z,0) = g(z). Die Lésung von w(z,t) erfolgt wie liber die Fourier-Reihe

’IU(iL'yt) = Z C'n, - sin (_mrm) . e—(%)“at,
n=1 L
wobei die Koeffizienten Cy, durch das Integral iiber die transformierte Anfangsbedingung berechnet werden

Cn = %fOL[f(x) —-v(z)] -sin(n—zz) dz.

Am Ende setzt man die beiden Teillssungen (homogen und inhomogen) wieder zur Gesamtlésung zusammen:
u(z,t) = v(z) + w(z,t).



